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1 Wstep

Ekonomia jest nauka o spoltecznych prawach gospodarowania w warunkach ograniczonych zasobéw i wiel-
kosci wymaganych przy realizacji celu. Celem tym jest poznanie rzeczywistoéci gospodarczej, opisanie
jej, wyjasnienie przyczyn i natury zjawisk oraz proceséw zachodzacych w gospodarce rynkowej, ktoérej
podmiotem jest cztowiek. Podstawowym narzedziem wykorzystywanym w realizacji tego celu sa modele
ekonomiczne (ekonometryczne), ktére stanowia uproszczony obraz rzeczywistosci gospodarczej. Jednym
z takich modeli jest model Leontiewa. Stuzy on do badania stanu i struktury ztozonych systeméw gospo-
darczych (poprzez system gospodarczy mozemy rozumieé zaréwno pojedyncza firme jak i cala gospodarke
jakiegos kraju). Pozwala réwniez na prognozowanie wartosci produkeji catkowitej lub produktu kohcowego
n—galeziowego systemu w okresach przysztych.

Wystepujace w modelach ekonomicznych wielkosci wejsciowe, wyjéciowe, wspoOlczynniki, operatory
dziatan itp. maja charakter zmiennych przyjmujacych wartosci liczbowe albo dzialan na liczbach. Wa-
runkiem stosowania takich modeli jest kwantyfikowalnos¢ wystepujacych w nich elementéw i znajomosé
ich wartosci liczbowych. Jednak w naukach ekonomicznych powszechnie stosuje sie pojecia nieostre i
nieprecyzyjne jak “wysoki wzrost gospodarczy”, “wysokie bezrobocie”, “niska inflacja”, itp. Mimo nie-
precyzyjnosci takich pojeé, sa one w pewnym sensie zrozumiate jednoznacznie. Jednak chcac je stosowaé
w modelach ekonomicznych, nalezy je zastapi¢ zapisem liczbowym. Jednym ze sposobéw matematyczne-
go modelowania poje¢ nieostrych jest wykorzystanie zbioréw i liczb rozmytych, w szczegdlnosci modelu
skierowanych liczb rozmytych.

Celem pracy jest przeanalizowanie mozliwosci zastosowania modelu skierowanych liczb rozmytych w
analizach ekonomicznych na przyktadzie modelu Leontiewa.

2 Klasyczny model Leontiewa

Model Leontiewa, znany jest rowniez w literaturze pod nazwami: model przeptywéw miedzygateziowych,
model “input-output’ czy model nakladéw i wynikéw. Jego twoérca jest amerykanski uczony Wassily
Leontiew, laureat nagrody Nobla w dziedzinie ekonomii w 1973 roku za “For the development of the
input-output method and for its application to important economic problems”. Model ten daje mozliwos¢
opisywania i analizy zlozonych systemow gospodarczych. Opiera sie na obserwacji, ze w sktad gospodarki
wchodzi wiele galezi produkcyjnych, ktérych dziatalno$é jest wzajemnie powigzana. Powiazania te wy-
nikaja z faktu, ze produkcja jednych galezi jest zuzywana jako naklad w innych galeziach. Dodatkowo
cze$é produkcji zostaje przeznaczona na zaspokojenie potrzeb odbiorcéw konicowych (sektora gospodarstw
domowych czy tworzenie zapaséw).

Model Leontiewa umozliwia odpowiedZ na pytanie jaka powinna by¢ produkcja kazdej galezi gospo-
darki, aby zréwnowazy¢ popyt zglaszny zaréwno przez same galezie jak i sektor gospodarstw domowych.
Pozwala réwniez na analize (stad tez czesto w nazwie zamiast stowa model uzywa sie okreslenia analiza)
zmian w strukturze produkcji, ktére sa wywolane zamianami zapotrzebowania ze strony sektora gospo-
darstw domowych lub wielkosci produkcji jednej z galezi. Poniewaz analiza obejmuje zazwyczaj wiele
galezi i ma dos¢ skomplikowana strukture, wiec aby uproscié¢ zagadnienie, przyjmujemy pewne zalozenia:

e poziom produkeji catkowitej (globalnej) kazdej galtezi jest uzalezniony od wzajemnych powiazan w
calej gospodarce,
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e kazda galaz wytwarza jeden produkt lub grupe produktéow w stalych proporcjach i w tym celu
zuzywa jeden lub grupe produktéw réwniez w stalych proporcjach (gdyby ktéras z galezi wytwarzala
dwa rézne produkty lub stosowala dwie rézne kombinacje czynnikéw produkcji, to mozna te gataz
podzieli¢ na dwie osobne galezie),

e sektor gospodarstw domowych nie jest uwzgledniony jako jedna z gatezi gospodarki.

Zalézmy, ze gospodarka sklada sie z n galezi produkeyjnych (w dalszej czeéci bedziemy uzywaé okresle-
nia galezie, ale moga to by¢ réwniez sektory czy dzialy pojedynczej firmy). WprowadZmy nastepujace
oznaczenia (wyrazone w jednostkach pienieznych):

— X; (1 =1,2,...,n) wielko$¢ produkeji catkowitej (globalnej) i—tej galezi,

— xi; (4,5 = 1,2,...,n) cze$é produkeji i—tej galezi, ktora jest zuzywana (przeplywa) na potrzeby pro-
dukcji gatezi j—tej,

— d; (i =1,2,...,n) produkt koficowy i—tej galezi (réznica miedzy produkcja catkowita i—tej galezi a
jej przepltywami do wszystkich galezi).

Punktem wyjscia modelu Leontiewa jest bilans gospodarczy w postaci tablicy przeptywéw miedzygalezio-
wych (zob. tabela 1) przygotowany w sposéb umozliwiajacy kwantyfikacje wzajemnych powiazan miedzy
wyodrebnionymi czesciami systemu. Tablica ta zawiera dane liczbowe charakteryzujace dzialalno$é go-
spodarcza w pewnym okresie czasu.

przeplywy x;; produkt | produkcja

numer j koncowy | catkowita
galezi 1 2 .. n d; X;
1 | 211 212 ... Zin d1 X1
i 2 | x21  ®22 ... T2 do Xo
n Tnl Tn2 s Tnn dn, Xn

Tabela 1: Tablica przeptywéw miedzygaleziowych.

Poniewaz produkcja calkowita galezi i—tej, jest suma przeplywéw miedzygaleziowych oraz produktu
koncowego, otrzymujemy uktad rownan bilansowych postaci

X1 =211 +212+ ..+ 210 +dy
Xo =201 + 222 + ... + Ta, + do (1)

Na mocy zalozenia o stalych proporcjach zuzywanej produkcji galezi i—tej przez galaz j—ta mozemy
okresli¢ wspdélczynniki

Tij . .
a;j = fj7 (i,7=1,2,...,n) (2)
nazywane wspoélczynnikami kosztéw. Macierz A = [a,;] nazywamy macierza wspélczynnikéw kosztéw.

Wspoétcezynniki a;; przyjmuja wartosci ze zbioru [0, 1) i sg interpretowane nastepujaco: aby w j—tej galtezi
uzyska¢ produkcje catkowita o wartosci jednej jednostki pienieznej, nalezy zuzy¢ produkcje galezi i—tej
o wartosci a;; jednostek pienieznych. Z zaleznosci (2) otrzymujemy

.Iﬁij :CLZJX] (i,j:l,?,...,n), (3)
co pozwala zapisa¢ uklad (1) w postaci

X1 =anXy +apXe+ ... +a, X, +dy
Xo = a1 X1 + aXs + ... + a2, X, +da

Xn = n1 X1 + an2Xo + ... + @ X + dy



To z kolei umozliwia zapisanie ukladu réwnan bilansowych (4) w postaci macierzowej

X1 a1l a2 ... Qin X1 dy
Xo a1 a2 ... Q2n Xo do

frnd . . . . ° . + . (5)
Xn an1  an2 c.. Opn Xn dn

lub w postaci skréconej
X=AX+d (6)

gdzie X oznacza macierz (wektor) produkeji catkowitej (globalnej), A macierz wspdtczynnikéw kosztow,
d macierz (wektor) produktu konicowego.
Réwnanie (6) zapisujemy w postaci tzw. modelu Leontiewa (I oznacza macierz jednostkowa stopnia n)

X-AX=d < (I-A)X=d (7)

Macierz (I — A) nosi nazwe macierzy Leontiewa i przeksztalaca wektor produkeji catkowitej X w wektor
produktu koncowego d.

Powstaje natychmiast pytanie czy znajac wektor produktu koficowgo d mozemy odwrdcié sytuacje
i wyznaczyé wektor produkcji catkowitej X7 Aby na nie odpowiedzie¢ wprowadZmy pojecie macierzy
produktywnej. Macierz A wspolczynnikéw kosztéw jest produktywna, jezeli istnieje nieujemny wektor
produkcji catkowitej X, taki ze X > AX. Z ekonomicznego punktu widzenia oznacza to, ze musi istnie¢
chociaz jednen wektor produkcji catkowitej, przy ktérym produkcja catkowita przewyzsza zuzycie pro-
dukcyjne (przeptywy miedzygaleziowe). Gdyby taki wektor nie istnial, to by oznaczalo, ze gospodarka nie
jest w stanie wytworzy¢ w kazdej gatezi wiecej niz zuzywa na potrzeby biezacej produkcji, czyli bylaby
to gospodarka “zjadajaca sama siebie”. Z tego wzgledu w realnej gospodarce mozemy zalozy¢, ze macierz
A jest produktywna. Zastosujemy teraz dwa nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1 JeZeli macierz A jest produktywna, to macierz Leontiewa (I — A) jest macierzq nieoso-
bliwg.

Twierdzenie 2 Jezeli macierz A jest produktywna, to wszystkie elementy macierzy (I — A)~! sq nie-
ujemne.

7 twierdzenia 1 wynika bezposrednio, ze w realnej gospodarce produkt koncowy d wyznacza w sposob
jednoznaczny produkcje catkowita X zgodnie z reguta

X=(I-A)""a (8)

Dodatkowo z twierdzenia 2 otrzymujemy, ze dla dowolnego nieujmnego wektora produktu koncowego d
otrzymamy rowniez nieujemny wektor produkcji catkowitej X.

Model Leontiewa w postaci (7) lub (8) mozemy wykorzysta¢ do prognozowania wartosci produkeji
calkowitej lub produktu koficowego n—galeziowego systemu gospodarczego w okresach przyszlych. Mé-
wiac bardziej szczegolowo jezeli na podstawie oceny stanu zdolnosci produkeyjnych gospodarki okredlimy
wektor produkeji catkowitej X, to z zaleznosci (7) mozemy okresli¢ wektor produktu koncowego d, ja-
kiego mozna oczekiwaé przy realizacji zakladanego planu produkcyjnego. Z drugiej zas$ strony jezeli na
podstawie oceny przysztego zapotrzebowania na produkt kohcowy okreslimy wektor d, to przy uzyciu
wzoru (8) okreslimy produkcje catkowita X kazdej galezi, niezbedna do osiagniecia produktu koncowego
zgodnie ze stanem pozadanym. Jak widaé ze wzoréw (7) i (8), w analizie tej niezbedna jest znajomosé
postaci macierzy Leontiewa (I — A). W praktyce zaklada sie, ze jest ona identyczna z macierza otrzymana
na podstawie bilansu z poprzedniego okresu (zalozenie to oznacza stabilno$é relacji cenowych produktéw
wytwarzanych w galeziach oraz technik produkeji).

Zauwazmy rowniez, ze model Leontiewa jest jednorodny i addytywny. Z addytywnoéci otrzymujemy

IT-AX+AX)=(I-AX+{T-AAX =d+ Ad
czyli

(I—A)AX = Ad (9)



oraz
(I —A)~'Ad = AX. (10)

Zaleznosci (9) oraz (10) pozwalaja na wyznaczenie przyrostu wektora produktu konowego na podstwie
ustalonego przyrostu wektora produkcji catlkowitej i odwrotnie, bez uwzgledniania pierwotniej wartosci
produkcji catkowitej i produktu konicowego.

Zastosowania modelu Leontiewa do prognozowania wielkosci produkcji catkowitej lub produktu kon-
cowego, oparte jest na zalozeniu, ze wielkoSci te sa mierzalne i mozemy jest zapisa¢ za pomoca liczb
rzeczywistych. Jednak w rzeczywistej gospodarce niektére wielkosci ekonomiczne sg trudno mierzalne.
Precyzyjne okreslenie popytu ze strony sektora gospodarstw domowych na produkcje okreslonej galezi
moze by¢ wrecz niemozliwe, poniewaz jest on obarczony niepewno$cig i podlega ciaglym fluktuacjom.
Réwniez poziom produkeji catkowitej jest podatny na wszelakie zaklécenia i sygnaly ptynace z gospodar-
ki, co nastrecza trudnosci z jednoznaczym opisaniem jego wartosci. W tej sytuacji mozemy sie zwrécié w
strone zbioréw i liczb rozmytych, ktére umozliwiaja matematyczny opis wielkodci niepewnych i nieprecy-
zyjnych.

3 Zbiory rozmyte wedlug Zadeha

Pojecie zbioru rozmytego wprowadzit Lotfi Zadeh w 1965 roku. Zbiorem rozmytym A w pewnej przestrzeni
(obszarze rozwazan) X, nazywamy zbiér par

A={(pale),2)}, VreX,

gdzie py : X — [0,1] jest funkcja przynaleznosci zbioru rozmytego A, ktéra kazdemu elementowi © € X
przypisuje jego stopien przynaleznosci do zbioru rozmytego A, (ua(z) € [0,1]).

Wraz z okresleniem zbioru rozmytego okresla sie pewne jego integralne parametry jak noénik i a—przekréj.
Noénikiem zbioru rozmytego A nazywamy zbioér nierozmyty oznaczany jako suppA i okreslony nastepu-
jaco: suppA = {x € X : pa(x) > 0}. Natomiast a—przekrojem zbioru rozmytego A, oznaczanym jako
Aq, nazywamy nastepujacy zbiér nierozmyty: Ao = {zr € X : pa(x) > a}, Vaep,-

Liczba rozmyta A to szczegdlny rodzaj zbioru rozmytego okre$lonego na zbiorze liczb rzeczywistych
(X =R), ktéry dodatkowo spelnia nastepujace warunki:

e jest normalny (3z € X : pa(x) =1),

e jest wypukly (Vai,z2 € X, VA€ [0,1] 1 pa(Az1 + (1 — A)x2) > min(pa(z1), pa(z2))),
e jego nosnik jest przedzialem,

e jego funkcja przynaleznosci jest przedziatami ciagta.

Zbiory rozmyte spelniajace powyzsze warunki w wielu pracach nazywane sa rozmytymi liczbami wypu-
klymi (lub klasycznymi zbiorami rozmytymi). Nosniki liczb rozmytych stanowia przedzialy rzeczywiste
suppA C R. Z tego wzgledu liczby rozmyte nadaja sie doskonale do reprezentowania wielkosci nieostrych i
nieprecyzyjnych (jak dane ekonomiczne) za pomoca przedzialéw liczb rzeczywistych otwartych (a, b) (lub
domknietych [a, b]), jezeli tylko mamy pewnosé, ze wielko$é reprezentowana jest wieksza od a i mniejsza
od b.

Cztery podstawowe operacje: dodawanie (+), odejmowanie (—), mnozenie (-) i dzielenie (/) otrzymu-
jemy stosujac zasade rozszerzania Zadeha w nastepujacej postaci. Niech A 1 B beda liczbami rozmytymi
z funkcjami przynaleznosci p4 1 pp woéwcezas

UAsB = Zrilgi(y min(ua(z), us(y))

gdzie % oznacza odpowiednio +, —, -, /, x,y,z € R (przy dzieleniu y # 0).

Tak okreslone liczby rozmyte i dzialania na nich (ktére sa do$é skomplikowane obliczeniowo), stwarzaja
jednak pewne ograniczenia. Chodzi tu przede wszystkim o powiekszanie nos$nika. Niezaleznie czy dwie
liczby dodajemy (zob. rys. 1) czy tez odejmujemy (zob. rys. 2), nastepuje powieckszanie nosnika, co
powoduje, ze po wykonaniu wielu dzialan nosnik liczby wynikowej moze by¢ tak szeroki, ze informacja,
ktora wynikowa liczba prezentuje staje sie mato uzyteczna.
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Rysunek 1: Liczby rozmyte A, B oraz wynik dodawania A 4+ B.
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Rysunek 2: Liczby rozmyte A, B oraz wynik odejmowania A — B.

Innym istotnym ograniczeniem, ktore zauwazyli Mizumoto i Tanaka jak fakt, ze dla dowolnej liczby
rozmytej A nie istnieja liczby rozmyte B i C' takie, ze A+ B = 0 oraz A-C = 1 co oznacza, ze A+(—A) # 0
(zob. rys. 3) oraz A- A= # 1, gdzie 0 i 1 oznaczaja liczby rzeczywiste z funkcja charakterystyczna postaci

|1 gdy z=r
Xr(x)_{O gdy x#r

Y

Rysunek 3: Liczba rozmyta A oraz wynik odejmowania A — A.

Bezposrednia, negatywna konsekwencja takiego stanu rzeczy moze by¢ brak, w ogélnym przypadku,
mozliwo$ci rozwiazania prostych réwnan postaci X + A = B gdyz X + A+ (—A) # X oraz X - A= C
gdyz X - A- A~1 £ X. W przypadkach szczegdlnych rozwigzanie powyzszych réwnan moze istnie¢, ale
nawet wowczas jego znalezienie jest trudne poniewaz pozostaje nam do dyspozycji metoda préb i bltedow.

4 Skierowane liczby rozmyte

Wspomnianych powyzej ograniczen pozbawiony jest nowy model liczb rozmytych - skierowane liczby
rozmyte (wprowadzenie skierowanych liczb rozmytych przytoczone za [3]). Skierowana liczba rozmyta A
nazywamy uporzadkowang pare funkcji A = (fa, ga), gdzie obie funkcje sa ciagle oraz fa, g4 : [0,1] — R.
Odpowiednie czesci skierowanej liczby rozmytej nazywamy czeScia wznoszaca (UP) i czedcia opadajaca
(DOW N). Poniewaz obie czesci sg ciagle, to ich obrazy sa ograniczonymi przedzialami odpowiednio U Py
i DOW N4 (zob. rys. 4 a), ktérych granice oznaczamy nastepujaco UP4 = (la,15) oraz DOW N, =
(1%,p4). Do tych zbioréw mozemy dolaczyé na przedziale [15,1%] funkcje stala (CONST) réwna 1
(warunek normalnosei). Wéwezas U P4 U [15, 151U DOW N4 tworzy jeden przedzial (nognik liczby A), co
pozwala na okreslenie funkeji przynaleznosci 4 liczby rozmytej A w nastepujacy sposéb (zob. rys. 4 b):

0 gdy x¢[la,pal
fal@) gdy  wzeUPa
pa 1 gdy wxe[ly, 1%
g1 (x) gdy x€ DOWN4

Tak okreélone liczby rozmyte nawiazuja do klasycznych liczb rozmytych, sa jednak wyposazone w dodat-
kowg wlasnos$é zaznaczona strzatka - skierowanie (zob. rys. 4 ¢). Graficznie liczba (fa,ga) nie rézni si¢
od liczby (ga, fa), jednak w rzeczywistosci sa to dwie rézne liczby rézniace sie skierowaniem.
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Rysunek 4: a) Przykladowa skierowana liczba rozmyta, b) skierowana liczba rozmyta przedstawiona w
spos6b nawiazujacy do liczb rozmytych w klasycznym podejéciu, c) strzalka przedstawiajaca porzadek
odwréconych funkeji i orientacje liczby rozmytej [3].

Podstawowe dzialania na skierowanych liczbach rozmytych okreslone sa nastepjaco. Niech A = (fa,9a4),
B = (fB,98) 1 C = (fc,gc) beda skierowanymi liczbami rozmytymi wéwczas

e C jest suma liczb A1 B (C = A+ B), jezeli

Yy € [0,1] [faly) + fely) = fely) i ga(y) +9B(y) = g9c(v)]

C jest réznicg liczb A1 B (C = A — B), jezeli

Vye[0,1] [faly) — fe(y) = fe(y) i ga(y) —gB(y) = gc(v)]

C jest iloczynem liczby A przez skalar r (C = r - A), jezeli

Yy el0,1] [r-faly) = fely) i 7-9a(y) = gc(y)]

C jest iloczynem liczb A1 B (C = A - B), jezeli

Yy € [0,1] [faly) - fe(y) = foly) 1 9a(y)-98(y) = g9c(v)]

C jest ilorazem liczb A i B (C' = A/B), jezeli

Vy e [0,1] [fe(y) #0 i gn(y) # 0]

oraz

Vy € [0,1] [faly)/fe(y) = fely) 1 9a(y)/98(y) = 9c(y)]-

Tak okre$lone dzialania sg zblizone do dzialan na liczbach rzeczywistych, w szczegdlnosci dla dowolnej
skierowanej liczby rozmytej A mamy

A—A=A+(-1)-A=yxo oraz A-Afl:A~%:X1

o ile skierowana liczba A jest odwracalna (xo oraz x1 oznaczaja odpowiednio 0 i 1 rzeczywista). Pozwala
to na rozwigzywanie réwnan postaci X + A = B oraz X - A = B w skierowanych liczbach rozmytych, w
sposéb analogiczny do rozwigzywania rownan na liczbach rzeczywistych.

5 Model Leontiewa z rozmytym wektorem produkcji catkowitej

Rozwazmy pewien fikcyjny system gospodarczy skladajacy sie z trzech galezi. Tablica 2 jest tablica
przeplywéw miedzygateziowych tego systemu. Na jego bazie przedstawimy analize modelu Leontiewa ze
wzgledu na wektor produkeji catkowitej X, ktérego wspolrzedne beda skierownymi liczbami rozmytymi



przeplywy x;; produkt | produkcja
numer 7 koncowy | calkowita
galezi 1 2 3 d; X
1 140 320 180 760 1400
¢ 2 | 280 640 360 320 1600
3 | 420 160 720 500 1800

Tabela 2: Tablica przeplywdéw miedzygaleziowych fikcyjnego systemu.

(zakladajac stabilno$é¢ wspétczynnikéw kosztow a;;). Analiza ma na celu ocene mozliwoéci oraz przydat-
nos$¢ skierowanych liczb rozmytych w modelowaniu ekonomicznym.
Zgodnie z zaleznoscia (2) wyznaczamy macierz A wspélczynnikéw kosztéw w postaci

0,1 0,2 0,1
A= 0,2 0,4 0,2 |.
0,3 0,1 0,4

Macierz A wykorzystujemy do wyznaczenia macierzy Leontiewa i jej odwrotnosci
0,9 -0,2 -0,1 1,36 0,52 0,40
(I-A)=| -02 06 -02 | oraz (I—A)"'=/[ 072 204 080 |.
-0,3 -0,1 0,6 0,80 0,60 2,00

W celu uproszczenia prowadzonej analizy zalozymy, ze obie czesci UP oraz DOW N rozwazanych
skierowanych liczb rozmytych beda funkcjami liniowymi. Oznacza to, ze rozwazamy liczby trapezoidalne
(zob. rys. 5).

a) b)

Rysunek 5: Przykladowa skierowana liczba rozmyta Z: a) dodatnio, b) ujemnie.

Na rysunku 5 zaznaczono réwniez charakterystyczne punkty skierowanej liczby rozmytej Z, ktére w
sposob jednoznaczny jg opisuja. Kazda taka liczbe mozemy opisa¢ za pomoca czwdrki liczb rzeczywistych
pz(lz) =0, uz(1,) =1, uz(15) =11 uz(pz) = 0, co pozwala zapisa¢ ja w postaci

Z=(1z 1, 1} pz). (11)

Poniewaz w analizie wykorzystamy tylko dodawanie skierowanych liczb rozmytych, mnozenie przez skalar
oraz liczby o skierowaniu przeciwnym wygodniej bedzie postugiwaé sie zapisem tych liczb w postaci (11).
Wspomniane dziatania wygladaja nastepujaco. Niech Z = (I 1, 1F pz)iS=(Is 15 1% bps)
beda skierownymi liczbami rozmytymi oraz niech o € R. Wéwczas

o Z+8=(z+1s 1, +15 15 +1% pz+ps),
o a-Z=(a-ly a-1;, oz-l"Z' a-pz),

e liczba przeciwnie skierowana do liczby Z, oznaczona przez Z» (zob. rys. 5), ma postaé Z+ =
(pz 15 1, 1z).

5.1 Ekonomiczna interpretacja rozmytych wspoélrzednych wektora produkcji
calkowitej

Wspélrzedne X;, (i = 1,2, 3) wektora produkeji catkowitej X bedziemy reprezentowaé za pomoca skiero-
wanych liczb rozmytych. Kazda z nich bedzie wypadkowa ocen grupy ekspertéw (lub ocena pojedyncze-
go eksperta) przeprowadzajacych analize mozliwosci produkeyjnych danej galezi na nadchodzacy okres.
Analizy ekspertéw uwzgledniaja trzy czynniki: ocene prespektyw przed galezia w nadchodzacym okresie,
mozliwoéci dokonania zmian w poziomie produkcji catkowitej oraz jaki to pociagnie za soba skutek fi-
nansowy dla galezi (mierzony np. za pomoca zysku). Elementy te znajduja odwierciedlenie w skierowanej



liczbe rozmytej w nastepujacy sposob: skierowanie okreéla koniunkture w gatezi, nosnik opisuje mozliwe
do osiagniecia poziomy produkcji nie pogarszajace kondycji finansowej galezi, natomiast wartosci funkcji
przynaleznosci ilustruja zmiane kondycji finansowej galezi.

5.1.1 Liczby rozmyte o skierowaniu dodatnim

Liczby o skierowaniu pokazanym na rysunku ba, umownie nazwiemy je o skierowaniu dodatnim, beda
opisywaly poziom produkcji catkowitej w gatezi, ktéra zdaniem ekspertow ma przed soba dobre perspek-
tywy w nadchodzacym okresie (co odzwierciedla skierowanie). Zwyzkujaca koniunktura na produkcje tej
galezi sprawia, ze powinna ona zwiekszy¢ poziom produkcji catkowitej, poprawiajac wynik finansowy,
ktorego miernikiem bedzie funkcja przynaleznosci.

Zatézmy, ze punkt Iz okresla poziom produkeji catkowitej w danej gatezi w okresie poprzedzajacym
badanie. Wéwczas warto$¢ funkeji przynaleznosci pz(lz) = 0 stanowi warto$é odniesienia, w stosunku
do ktoérej eksperci odnosza wynik finansowy uzyskany przy wyzszych poziomach produkcji. Wartosci te
bedziemy intepretowaé jako stosunek liczby k ekspertéw sposrod m, ktérzy sa zdania, ze dany poziom
produkcji catkowitej poprawia biezacy wynik. Poniewaz eksperci stosuja réznorodne techniki analizy,
mozemy oczekiwaé, ze wigksza ich zgodno$é oznacza bardziej znaczaca (zauwazalna) poprawe wyniku
finansowego galtezi. Wowczas na wartosci funkcji przynaleznosci mozemy patrzeé jak na stopien poprawy
tego wyniku. Na przyklad mozemy przyjaé, ze ux,(x) = 0,1 oznacza, iz produkcja calkowita na poziomie
x zapewnia 1% poprawe wyniku finansowego galezi. Poszczegdlnym elementom skierowanej dodatnio
liczby rozmytej mozemy nada¢ nastepujaca interpretacje ekonomiczna;

e punkt /7 - wyjsciowy poziom produkcji, ktory moze by¢ utrzymany bez zmiany wyniku finansowego
galezi. Jednak dobra koniunktura sprawia, ze wszyscy eksperci sa zgodni (uz(lz) = 0), iz powinien
by¢ zwiekszony, poprawiajac ten wynik.

e czes¢ UP - czesé ta odzwierciedla sytuacje, ze rosnacy poziom produkcji catkowitej zapewnia ga-
tezi coraz lepszy wynik finansowy (w stosunktu do poziomu odniesienia puz(lz)). Jest to widoczne
w rosngcych wartosciach funkcji przynaleznosci, ktére odzwierciedlaja rosnaca liczbe ekspertéw
przekonang o korzysciach ptynacych dla gatezi ze wzrostu produkcji. Stanowisko ekspertéw moze
wynika¢ z faktu, ze galaz dysponowala niewykorzystanymi érodkami produkcji w postaci maszyn,
urzadzen czy tez calych linii produkcyjnych, ktérych uruchomienie nie pociaga za soba znacznych
kosztéw. Wowezas przychdd uzyskany ze zbytu dodatkowej produkeji (ponad poziom lz) przewyzszy
poniesione dodatkowe koszty zwiazane z uruchomieniem dodatkowych mocy produkcyjnych.

o cze$¢ CONST - poziom produkcji, ktéry umownie nazwiemy optymalnym (najbardziej oczekiwany
co obrazuje zgodno$é¢ wszystkich ekspertéw (uz(xz) = 1)). Sa oni przekonani, ze w danej sytuacji
gospodarczej poziom taki zapewnia najlepszy wynik finansowy. Stabilizacja funkcji przynaleznosci
(obrazowana jako warto$é stala réwna 1) oznacza, ze koszty (zakupu dodatkowych maszyn i urza-
dzen) umozliwjajace dalsze zwigkszanie poziomu produkeji zaczynaja réwnowazy¢ sie z przychodem
uzyskanym ze sprzedazy dodatkowej produkcji, co hamuje poprawe wyniku finansowego.

e czes¢ DOWN - ta cze$¢ odzwierciedla opinie ekspertow, ze dalsze zwiekszanie poziomu produk-
¢ji zacznie ostabia¢ wynik finansowy (w stosunku do uzyskanego przy poziomie produkcji z czesci
CONST). Moze to wynikaé¢ z faktu, ze uwazaja oni iz uzyskanie takiego poziomu produkeji pocia-
gnie za soba znaczny wzrost kosztéw (zakup nowych maszyn i urzadzen, nowych linii produkcyj-
nych), ktéry w coraz wigkszym stopniu bedzie pochlaniaé¢ wyzszy przychéd uzyskany ze sprzedazy
dodatkowej produkcji. Ponadto moga sie na to naltozy¢ klopoty ze zbytem produkcji, co z jednej
strony ograniczy przychdd, zas z drugiej podniesie koszty zwiazane z magazynowaniem niewyko-
rzystanej produkcji.

e punkt pz - jest to maksymalny poziom produkcji jaki moze by¢ osiagniety, bez pogarszania kondycji
finansowej galezi. Dalsze zwigszanie produkcji pociaga za soba znaczne koszty (budowa nowych
zaklad6w, fabryk), ktérych nie da sie zbilansowaé wyzszym przychodem. Dodatkowo moga sie nasili¢
trudnosci ze zbytem tak wysokiego poziomu produkcji.

5.1.2 Liczby rozmyte o skierowaniu ujemnym

Liczb o skierowaniu pokazanym na rysunku 5b, nazwiemy je umownie o skierowaniu ujemnym, uzyjemy
do charakteryzacji poziomu produkcji w galezi, ktora, zdaniem ekspertéw, ma przed soba pogarszajaca



sie¢ perspektywe. Stabnacy popyt na produkcje tej galezi sprawia, ze powinna ona zmniejszy¢ poziom
produkcji catkowitej, ktéry moze poprawi¢ wynik finansowy lub zlgodzi¢ skutki zlej koniunktury.

Réwniez tutaj zatozymy, ze punkt Iz okresla poziom produkcji w danej galezi w okresie poprzedzaja-
cym badanie. Aby zapewnié¢ analogiczng interpretacje funkcji przynaleznosci liczby skierowanej ujemnie
(z funkcja przynaleznosci liczby skierowanej dodatnio) przyjmiemy, ze warto$é¢ pz(lz) = 0 okresla ocze-
kiwany wynik finansowy galezi (gdy jest ujemny, to okresla straty), ktéry galaz by osiagnela, gdyby nie
nastapity zmiany w poziomie produkcji przy stabnacej koniunkturze. Jednoczesnie warto$é¢ ta stanowi
poziom odniesienia do wyniku finansowego uzyskanego przy nizszych poziomach produkcji. Poszczegblne
elementy skierowanej ujemnie liczby rozmytej mozemy interpretowaé nastepujaco:

e punkt I - wyjSciowy poziom produkeji. Eksperci sa zgodni (uz(lz) = 0), ze przy zlej koniunktu-
rze, nizsze przychody oraz rosnace koszty zwigzane z magazynowaniem niewykorzystanej produkeji
pogarszaja wynik finansowy i zmusza gataz do obnizenia poziomu produkcji.

e czes¢ UP - obnizanie poziomu produkcji bedzie tagodzié¢ skutki zlej koniunktury i poprawiaé¢ kon-
dycje galezi. Wynika to faktu, ze mimo iz nizsza produkcja zapewnia mniejszy przychdd, to jednak
spadek kosztéw zwiazanych z zakupem surowcéw do produkceji oraz kosztow magazynowania ewen-
tualnego nadmiaru produkcji zapewnia poprawe wyniku finansowego.

e czes¢ CONST - poziom produkcji, ktéry nazwiemy optymalnym z punktu widzenia ekspertéw w
aktualnej sytuacji gospodarczej, zapewnia zbyt catej produkcji. Dodatkowo malejace koszty zaczy-
naja réwnowazy¢ malejace przychody, co sprawia stabilizacje wyniku finansowego (warto$é¢ funkceji
przynaleznosci jest stala i réwna 1).

e czed¢ DOW N - ta czesé odzwierciedla przekonanie ekspertow, ze dalsze obnizanie poziomu produkcji
moze doprowadzié do pogorszenia kondycji finansowej galezi (w stosunku do wyniku uzyskanego
przy poziomie produkcji z czesci CONST). Malejaca produkcja zapewnia nizszy przychdd, ktéry
w coraz wiekszym stopniu jest pochlaniany przez koszty zwigzane z funkcjonowaniem galezi (np.
koszty stale), jednak nadal zepewnia nieznaczny dodatni wynik finansowy.

e punkt pz - jest to minimalny poziom produkeji, ktory zapewnia galezi funkcjonowanie. Dalsze
obnizanie produkcji grozi bankructwem i wyj$ciem z rynku.

5.2 Analiza modelu Leontiewa z rozmytym wektorem produkcji catkowitej

W tej czedci rozwazymy analize mozliwego do uzyskania produktu koncowego, przy uzyciu modelu Le-
ontiewa, w zaleznosci od przewidywanego przez ekspertow wektora produkcji catkowitej, ktorego wspol-
rzedne beda skierowanymi liczbami rozmytymi. Analiza bedzie ukierunkowana na rozmiary mozliwego do
uzyskania produktu koncowego, tendencji w nadchodzacym okresie w ksztaltowaniu sie tego produktu w
zaleznoéci od zadanego wektora produkceji catkowitej oraz mozliwosci uzyskania dodatkowych informacji
(korzysci) jakie daje stosowanie skierowanych liczb rozmytych.

Lp. X d |[suppX| |[suppd)|

(1400 1410 1420 1430) (760 769 778 78T +30 +27
X1600 (320 318 316 314 0 -6

0 -9

+60 +54

0 —12

0 —18

X 1800 (500 497 494 491
< (1400 1420 1440 1460) > < (760 778 796 814

Tabela 3: Efekt dodatniego rozmycia wspoélrzednej X; wektora produkcji catkowietej i jego wplyw na

produkt koncowy.

1

X1600 (320 316 312 308
X1800 (500 494 488 482

W wierszu 1 tabeli 3 widzimy efekt dodatniego rozmycia wspolrzednej X, i jego wplyw na produkt
koncowy. Opis wektora X oznacza, ze eksperci oceniaja, iz pierwsza galaz ma przed soba dobre perspekty-
wy, a jej produkcja powinna sie ksztaltowaé¢ w zakresie (1400, 1430), aby galaz wykorzystala koniunkture
i poprawila wynik finansowy. Dodatkowo, aby osiagnaé¢ optymalny (najlepszy) wynik, produkcja powin-
na oscylowaé w przedziale (1410, 1420). Ponadto eksperci ocenili, ze w dwéch pozostalych galeziach nie
ma istotnych przestanek, ktére mogltby wplynaé na poziom produkcji, w wyniku czego uznaja oni, iz
dotychczasowy poziom produkcji, odpowiednio 1600 i 1800, powinien zostaé zachowany.



Jakie wnioski dotyczace mozliwego do uzykania, na bazie prognozowanego przez ekspertow wektora
X, produktu koncowego mozemy wyciaggnaé¢? Widzimy, ze produkt koncowy pierwszej galezi bedzie mial
tendencje do wzrostu i oscylowal w zakresie (760, 787). Produkty w dwdch pozostalych galeziach beda
sie obnizaé¢ i ksztaltowaé w przedzialach odpowiednio (314,320) i (491,500). Dodatkowo jezeli galaz
pierwsza ustawi poziom produkcji na poziomie optymalnym (CON ST'), wéwczas produkt koncowy bedzie
sie ksztaltowal w poszczegdlnych galeziach odpowiednio w zakresach (769, 778), (316, 318) i (494, 497).

Mozemy réwniez analizowaé czeéci UP i DOW N wspélrzednych wektora produkcji. Ustalenie pro-
dukcji na poziomie z czesci UP, czyli w zakresie (1400, 1410), oznacza, ze galaZ chee skorzystaé z dobrej
koniunktury, ale jednoczesnie eksperci przewiduja, ze koniunktura w dalszej przysztosci moze nie by¢
juz tak dobra, co zniecheca do wiekszych inwestycji i rozszerzania produkcji. Wéwczas produkt konicowy
bedzie si¢ ksztaltowal w zakresie odpowienio (760,769), (318,320) i (497,500). Z kolei czeé¢ DOW N
odzwieciedla, ze perspektywy dlugofalowe sa dobre i znaczace zwiekszenie poziomu produkcji, mimo nie
uzyskania optymalnego wyniku finansowego w nadchodzacym okresie, zapewni w dluzszej perspektywie
dobry wynik.

Jezeli okreslimy szeroko$é¢ nosénika liczby rozmytej Z jako

|SuppZ| = (maX{ZZ7 lga lgva} - min{lZ7 127 1}_7pZ})

pozwoli to na okreslenie maksymalnych zmian, jakich mozna oczekiwaé¢ w produkcie koncowym, gdyby
galezie dokonaly w poziomie produkcji maksymalnych zmian zapewniajacych niepogarszanie wyniku
finansowego. Widzimy, ze w galezi pierwszej produkcja moze maksymalnie wzrosnaé¢ o 30 (w dwdéch
pozostalych pozostaje bez zmian). Spowodowaloby to wzrost produktu w galezi pierwszej o 27, a w
dwdéch pozostalych spadek odpowiednio o 6 1 9. Zmiany te wynikaja z faktu, ze przy stalej produkcji w
gatezi drugiej i trzeciej, wzrost produkcji w galezi pierwszej powoduje wigksze zapotrzebowanie ze strony
tej galezi na produkcje pozostalych, co odbija sie¢ w ich malejacym produkcie koncowym. Dodatkowo
wieksze zmiany w galezi trzeciej odzwierciedlaja wyzszy udzial tej gatezi w produkceji galezi pierwszej co
jest widoczne w przeplywach miedzygalteziowych x3; = 420 w stosunku do x9; = 280 (zob. tabela 2).

Mozemy réwniez dokana¢ analizy funkcji przynaleznosci, przez pryzmat a—przekrojow. Jezeli kazda
z galezi chee ustawié¢ produkcje na poziomie, ktéry zapewni jej co najmniej 50% poprawe wyniku finan-
sowego, z mozliwego do uzyskania (1 stanowi 100%), to postuzymy si¢ przekrojami o = 0.5. Poziom
produkcji bedzie wowczas nastepujacy

( (1405, 1425) >
Xos = 1600

1800

co daje produkt koncowy

(764.5,782,5)
dos = (315, 319) .
(492.5,498.5)

Drugi wiersz tabeli 3 obrazuje efekty wywotane w produkcie kohcowym, gdy eksperci ocenili, ze moz-
liwe sa znacznie wieksze zmiany w poziomie produkcji. Uzyskane wyniki pokazuja nasilenie wszystkich
zaoberwowanych rezultatéow. Otrzymujemy wicksze rozmycie przedzialéw produktu koncowego i wicksze
mozliwe do uzyskania zamiany maksymalne.

Lp. X d |[suppX| |suppd|
(1400 1390 1380 1370) (760 751 742 733) —30 —27

1 X1600 (320 322 324 326) 0 +6
X1800 (500 503 506 509) 0 +9

(1400 1380 1360 1340) (760 742 724 706) —60 —54

2 X1600 (320 324 328 332) 0 +12
X 1800 (500 506 512 518) 0 +18

Tabela 4: Efekt ujemnego rozmycia wspélrzednej X; wektora produkcji calkowietej i jego wplyw na
produkt koncowy.

Analogicznie wyglada interpretacja uzyskanych wynikéw, gdy rozmyjemy galaZz druga lub trzecia.
Tabela 4 przedstawia sytuacje odmienng do sytuacji z tabeli 3. Eksperci ocenili, ze pierwsza galaz ma
przed soba stabnaca koniunkture. Znajduje to odzwierciedlenie w odwréceniu wszystkich tendencji w
poréwnaniu z tabelg 3. Poniewaz produkcja pierwszej galezi bedzie maleé¢, to z jednej strony obnizy
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sie produkt koficowy tej gatezi, natomiast z drugiej ostabnie zapotrzebowanie na produkcje pozostatych
gatezi. To z kolei, przy niezmienionej produkcji gatezi drugiej i trzeciej, sprawi ze ta niewykorzystana
produkcja zostanie przesunieta do produktu koncowego, czego skutkiem bedzie wzrost ds i ds.

Rozwazmy teraz rozmycie produkcji catkowitej wszystkich galezi, co obrazuje tabela 5. Wprowadzono
w niej dodatkowa kolumne X (D, U), ktéra pokazuje skierowanie poszczegdlnych wspétrzednych wektora
X, gdzie D oznacza skierowanie dodatnie, a U ujemne.

Lp. | skierowanie X d [suppX| |[suppd|
(1400 1410 1420 1430) (760 766 772 T78) 130 118
1 X(DDD) (1600 1610 1620 1630) (320 322 324 326) +30 +6
(1800 1810 1820 1830) (500 502 504 506) +30 +6
(1400 1390 1380 1370) (760 T48 736 724) —30 —36
2 X(UDD) (1600 1610 1620 1630) (320 326 332 338) +30 +18
(1800 1810 1820 1830) (500 508 516 524) +30 +24
(1400 1410 1420 1430) (760 770 780 790) +30 +30
3 X(DUD) (1600 1590 1580 1570) (320 310 300 290) —-30 —30
(1800 1810 1820 1830) (500 504 508 512) +30 +12
(1400 1410 1420 1430) (760 768 776 784) +30 24
4 | X(DDU) (1600 1610 1620 1630) (320 326 332 238) +30 +18
(1800 1790 1780 1770) (500 590 580 470) —30 —30
(1400 1390 1380 1370) (760 752 744 736) —-30 —24
5 | X(UUD) (1600 1590 1580 1570) (320 314 308 302) ~30 —18
(1800 1810 1820 1830) (500 510 520 430) +30 +30
(1400 1390 1380 1370) (760 750 740 730) ~30 ~30
6 X(UDU) (1600 1610 1620 1630) (320 330 340 350) +30 +30
(1800 1790 1780 1770) (500 496 492 488) —-30 —12
(1400 1410 1420 1430) (760 772 784 796) 130 136
7 X(DUU) (1600 1590 1580 1570) (320 314 308 302) —-30 —18
(1800 1790 1780 1770) (500 492 484 476) -30 —24
(1400 1390 1380 1370) (760 TH4 748 742) —30 —18
8 X(UUU) (1600 1590 1580 1570) (320 318 316 314) —-30 —6
(1800 1790 1780 1770) (500 498 496 494) —30 —6

Tabela 5: Efekt rozmycia wspotrzednych wektora produkcji catkowietej i jego wptyw na produkt koncowy.

Rozwazmy wiersz 1 tabeli 5. Eksperci oceniaja, ze dobra koniunktura w gospodarce daje mozliwosé
zwigkszenia poziomu produkcji w kazdej galezi i poprawe wynikéw finansowych. Prognozuja oni, ze poziom

produkcji mozna opisaé wektorem
(1400 1410 1420 1430)
X = (1600 1610 1620 1630)
(1800 1810 1820 1830)
co pozwoli na wzrost produktu koncowego w kazdej galezi i uzyskanie poziomoéow
(760 766 772 778)
d= | (320 322 324 326) |.
(500 502 504 506)

Dodatkowo gdyby kazda galaz chciata osiagna¢ maksymalny poziom poprawy wyniku finansowego to
produkcja ksztaltowal by sie na poziomie

(1410, 1420)
X7 = (1610,1620)
(1810, 1820)
i databy produkt koncowy w zakresie
(766, 772)
di = | (322,324) |.
(502, 504)

7 kolei gdyby kazda galaZ zadowolila si¢ co najmniej 50% poprawg wyniku finansowego, to produkt
koncowy bedzie oscylowal w zakresach
(763, 775)
dos = | (321,325) |.

(501, 505)
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Natomiast maksymalny mozliwy do osiggniecia, bez pogarszania wyniku finansowego, wzrost poziomu
produkcji catkowitej w kazdej galezi o 30, spowodowalby wzrost produktu koncowego kazdej gatezi od-
powiednio o 18, 6 i 6. Pozostale wiersze tabeli 5 (od 2 do 8) pokazuja analizy mozliwego do uzyskania
produktu koncowego, gdy produkcja kazdej galezi jest rozmyta i uwzglednia rézne perspektywy jakie
eksperci prognozuja (odzwierciedlone w skierowaniu).

6 Podsumowanie

Celem pracy byta analiza mozliwosci wykorzystania i przydatnosci skierowanych liczb rozmytych w ba-
daniach ekonomicznych. Symulacje pokazuja, ze moga by¢ one z powodzeniem stosowane w modelach
ekonomicznych, dajac wyniki zgodne z intuicja i wiedza ekonomiczna. Prostota wykonywanych na nich
dzialan i ilos¢ informacji jakie moga przenosi¢ stanowia niewatpliwie ich zalety. Pozwlaja na modelowanie
zjawisk i wielkoéci, ktérych nie daje sie zmierzy¢ i opisaé¢ z pomoca liczb rzeczywistych, a z taka sytuacja
mamy najczesciej w modelowaniu ekonomicznym, gdzie wielkoéci wejSciowe sa obarczone niepewnoécia,
wrazliwe na czynniki i zaburzenia zewnetrzne. Dodatkowo umozliwjaja nie tylko $ledzenie skutkéw, ale
réowniez tendencji w zaleznosciach systemu. Pozwalaja réwniez na jednoczesna analize réznych aspektow
ekonomicznych, co przy uzyciu liczb rzeczywistych wymagatoby przeprowadzenia kilku analiz i rachun-
kéw, a moze takze dotaczenie do modelu dodatkowych réwnan, co zwigksza jego zlozonosé.

W pracy zalozono, ze funkcje UP i DOW N sg liniowe, co utatwia badanie i wyciaganie wnioskow,
szczegblnie w przypadku a—przekrojéw. Aby urealni¢ analize, funkcje te mozemy zastapi¢ dowolnymi
funkcjami, ktére wierniej beda odzwierciedlaly zaleznoéci miedzy poziomem produkcji a wynikiem finan-
sowym galezi. Dodatkowo jedna lub dwie czesci skierowanej liczby rozmytej (UP, CONST, DOWN)
moga, w zaleznosci od potrzeb, zosta¢ zredukowane do punktu.
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